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Nombres d'Euler et Inversions dans les Arbres
J.-J. PANSIOT
On donne une preuve combinatoire de l'identite P« (- 1) = En oil P; (t) est Ie polynome
enumerateur d'inversions pour les arbres et oil En est Ie nierne nombre d'Euler.
We give a direct proof of the identity Pn(-l)=En where Pn(t ) is the inversion enumerator
polynomial for labelled trees and En is the nth Euler number.
1. INTRODUCTION
Soit :tn l'ensemble des arb res etiquetes par 0, 1, ... ,n et enracines en 0, ou de facon
equivalente l'ensemble des Iorets enracinees etiquetees par 1, ... , n. Un couple de
sommets (u, v) d'un arbre T E:tn est une inversion si et seulement si 0 < v < u et si
l'unique chemin de 0 a v passe par u. On note inv(T) Ie nombre d'inversions de T.
L'enumerateur d'inversions pour les arbres etiquetes, introduit par Mallows et Riordan
[4] est
Pn(t) == L aktk =L tinv(Tl(T E :tn),
ou ak est Ie nombre d'arbres appartenant a:tn et ayant k inversions.
Ce polynome a quelques proprietes enumeratives interessantes, En particulier ses
valeurs pour t =0, 1, 2, -1 sont des nombres bien connus. On a P; (0) =n!, P; (1) =
(n + 1)"-1, c'est-a-dire Ie nombre d'arbres ayant n + 1 sommets etiquetes; Pn(2) est egal .
au nombre de graphes connexes ayant n + 1 sommets etiquetes, et P; (-1) est egal au
nombre de permutations alternantes sur n lettres, c'est-a-dire au nieme nombre d'Euler
[1], dont la suite des premieres valeurs est donnee par Ie tableau suivant:
n 1234567
En 1 1 2 5 16 61 272
Tous ces resultats peuvent s'etablir au moyen de la formule (cf. [3])
Pn+1(t) = L (;) (1 + t + .. .+r: +rv. (t)Pn-i (t) (0~ i ~ n), Po(t) = 1.
Cependant les preuves combinatoires sont souvent plus instructives. Pour t = 1, it n'y
a rien ademontrer. Pour t =0, on sait construire une bijection entre Iorets croissantes
(done sans inversions) et permutations (cf. [5] par exemple) . Gessel et Wang [2] ont
montre directement que t"P« (t + 1) est Ie polynome enumerateur par nombre d'aretes
des graphes connexes sur n + 1 sommets etiquetes. On obtient done bien que P« (2) est
le nombre de ces graphes. On peut aussi en deduire que Ie nombre de graphes connexes
orientes sur n + 1 sommets etiquetes est 3np n(4).
On dit qu'un arbre est pair croissant si chaque sommet different de la racine 0 a un
nombre pair de fils, tous plus grands que lui. Soit :t~ l'ensemble de ces arbres. On sait
d'apres Viennot [6] que Ie cardinal de :t~ est precisement egal aEn. Le but de cet article
est done de montrer directement que Pn(-1) est egal au cardinal de :t~. La methode
utilisee est la suivante. Dans tout arbre non pair croissant T on peut definir de Iacon
unique un couple de sommets dits echangeables. On montre qu'en transposant ces deux
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sommets on obtient un arbre T' tel que inv(T) et inv(T') soient de parites differentes,
De plus cette transformation est involutive. Posons ~~ = ~n\~~. En observant que la
somme
est nulle, la valeur en -1 du polynome P; (r) se reduit a
L (_1)inv(T)(T E ~~),
et cette somme est egale au cardinal de ~~ car inv(T) = 0 pour T E ~~. On obtient done
bien Pn(-1) = I~~I =En.
2. COUPLES ECHANGEABLES
Soit T E ~met V un sommet de T. On definit Desc(T, v) ou simplement Desc(v) comme
l'ensemble des descendants de v dans T, v indus (les arbres enracines sont orientes
canoniquement de la racine vers les feuilles). On note Tv le sous-arbre de T dont les
somments sont Desc(v). Si west un descendant de v on definit Desc(T, v\w) ou
simplement Desc(v\w) comme l'ensemble des descendants de v qui ne sont pas descen-
dants de w, c'est-a-dire Desc(v)\Desc(w).
DEFINITION. Un couple (v, w) de sommets de Test echangeable si et seulement s'il
verifie les trois conditions:
(i) vest un ancetre de w.
(ii) aucun sommet de Desc(v\w) n'a une etiquette comprise entre v et w.
(iii) Ie nombre de sommets de Desc(v\w) d'etiquette superieure avet west pair.
La propriete suivante est immediate.
PROPRIETE 1. Soit (v, w) un couple echangeable d'un arbre T. On note T' l'arbre
obtenu en echangeant les etiquettes v et w dans T. Alors (w, v) est echangeable dans
T' et inv(T') - inv(T) est egal a+1 ou -1 selon que v < w ou w < v.
On dit qu'un sous-arbre T: d'un arbre T est minimal (non pair croissant) si T« est
non pair croissant et si tous les sous-arbres Tx , oil x est fils de a, sont eux pairs croissants.
Rappelons qu'un sous-arbre Ts, x¥-O est pair croissant si et seulement si tout sommet,
x compris, a un nombre pair de fils, tous plus grands que lui.
LEMME 1. Tout sous-arbre minimal Ta contient un unique sommet b tel que (a, b) soit
un couple echangeable avec a et b adjacents dans l'ordre lineaire des etiquettes de Ts.
Le couple (a, b) est appele couple echangeable canonique de T';
PREUVE. Soit T; un sous-arbre minimal, c le plus petit sommet de T; tel que c > a,
et d Ie plus grand sommet de T; tel que d < a. Remarquons qu'au moins un des deux
elements c ou d existe. Sinon T; serait reduit au sommet a, et done pair croissant.
Si c et d existent, Desc(c) et Desc(d) ont des cardinaux impairs, T; et Td etant pairs
croissants. Done Desc(a\d) 11 {x > a} et Desc(a) 11 {x > a} ont des cardinaux de meme
parite. Par contre Desc(a \c) 11 {x > c} et Desc(a) 11 {x > a} ont des cardinaux de parite
differente, Done soit c soit d verifie la condition (iii) mais pas les deux.
Si c n'existe pas, alors a est Ie plus grand sommet de Ta, et Desc(a\d) 11 {x >a} est
vide done de cardinal pair et (a, d) verifie (iii).
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Finalement si d n'existe pas, a est le plus petit sommet de Ta, done T; est croissant
non pair. De plus c doit etre le plus petit filsde a, et on a Desc(a \c) n {x > c}= u Desctc.)
ou les a, sont les fils de a differents de c. Done cet ensemble a un cardinal pair et (a, c)
verifie (iii).
Dans tous les cas il existe un sommet unique b, egal soit it c, soit it d, tel que (a, b)
verifie (iii). De plus il est evident que (a, b) verifie aussi les conditions (i) et (ii), done
(a, b) est echangeable.
EXEMPLE. (n = 13)
o
T=
8
Dans cet arbre TI, T z, T 3 , T s et T 6 sont pairs croissants, mais T4 et Ti: ne le sont pas.
Ce sont done les deux seuls sous-arbres minimaux de T. En prenant a = 4, on obtient
c = 5 et d = 2. On verifie que Desc(4\2) n {x> 4}={5, 9, 10, 12, 13} et que Desc(4\5) n
{x > 5} est vide. Done b = 5 et (4, 5) est le couple echangeable canonique de T4 •
LEMME 2. Un arbre Ta un couple echangeable si et seulement s'il est non pair croissant.
PREUVE
(a) Supposons que (a, b) soit un couple echangeable d'un arbre pair croissant T. Alors
b est un descendant de a, et a < b. Si b n'est pas un fils de a, l'unique chemin de a it b
contient un sommet d'etiquette c comprise entre a et b, ce qui contredit (ii). Si best
fils de a, l'ensemble Desc(a\b) est l'union de Desctc.) ou les c, sont les fils de a autres
que b. Or tous ces sommets sont superieurs it a et en nombre impair, ce qui contredit
(iii). Done T n'a aucun couple echangeable.
(b) Soit T un arbre non pair croissant. Alors T possede au moins un sous-arbre
minimal non pair croissant Ta, et le couple echangeable canonique de T; est aussi
echangeable dans T.
PROPRIETE 2. Soit (a, b) le couple echangeable canonique d'un sous-arbre minimal
Ta, et soit T;' l'arbre obtenu en echangeant les etiquettes a et b dans T'; Alors T;' est
un sous-arbre minimal.
PREUVE. II est clair que les sous-arbres T~, avec x fils de b dans T;' ne different des
sous-arbres T, (avec x filsde a dans Ta ) que par le remplacement eventuel d'une etiquette
b par une etiquette a. Comme a et b sont adjacents dans l'ordre lineaire des etiquettes
de Ta , les sous-arbres T~ sont pairs croissants.
II reste it montrer que T;' n'est pas pair croissant. Si T« n'est pas pair, T;' ne l'est pas
non plus. Supposons done Ts pair. On observe que le cardinal de Desc(a\b) est pair.
Comme (a, b) est echangeable, cet ensemble ne contient pas d'etiquette comprise entre
a et b, et un nombre pair d'etiquettes superieures it a et b. De plus cet ensemble contient
a. II y a done un nombre impair (done non nul) d'etiquettes inferieures it a et b. Ceci
implique que Ta et T;' possedent au moins une etiquette x inferieure it a et b, d'ou T;'
n'est pas croissant.
Comme T;' est lui-meme minimal, on peut lui appliquer le Lemme 1, et on a:
PROPRIETE 3. Le couple echangeable canonique de T;' est (b, a).
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PREUVE. Soient c' =min{x E T~, X > b} et d' =max{x E T~, X < b}. Necessairement
a =c' ou a = d', or les ensembles Desc(Ta, a\b) et DesctF], b\a) sont les memes (sauf
pour Ie remplacement de a par b). Done (b, a) verifie (i), (ii) et (iii) et est Ie couple
canonique de T~.
3. L'!NVOLUTION
A chaque sous-arbre minimal d'un arbre non pair croissant, on sait associer un couple
echangeable canonique. Pour definir Ie couple echangcable canonique d'un arbre, it suffit
done de definir un sous-arbre minimal canonique.
LEMME 3. Soit Tun arbre non pair croissant, et parmi ses sous-arbres minimaux, soit
T; celui contenant la plus petite etiquette. Alors l'application <P qui consiste atransposer
les etiquettes a et b du couple echangeable canonique de T: est une involution.
PREUVE. II est clair que T: est defini de facon unique, car les sous-arbres minimaux
sont disjoints. Soit (a, b) son couple echangeable canonique, et soit T' = <P(T) l'arbre
obtenu en transposant a et b. De la Propriete 2, on deduit que T~ est un sous-arbre
minimal de T'. De plus, parmiles sous-arbres minimaux de T', c'est lui qui contient la
plus petite etiquette. Finalement, par la Propriete 3, Ie couple echangeable canonique
de nest (b, a). Done <P\T) = <P(T') = T, on a bien une involution.
EXEMPLE. (Suite) Pour l'arbre T precedent, les sous-arbres T4 et Tii sont minimaux.
C'est T4 qui contient la plus petite etiquette, 1. Done (4,5) est Ie couple echangeable
canonique de T. On verifie que (5,4) est Ie couple echangeable canonique de <P(T) et
que inv(T) - inv(<P(T)) = 6 -7 = -1.
COROLLAIRE. Le nombre d'arbres pairs croissants I~~I est egal aPn(-1).
On observe que Pn(-1), Pn(O), Pn(1), Pn(2) s'interpretent comme les cardinaux
d'ensembles de plus en plus grands de graphes etiquetes par 0, 1, ... , n, c'est-a-dire les
arbres pairs croissants, les arbres croissants, les arbres et enfin les graphes connexes.
L'auteur remercie G. Viennot et G. Williamson pour leur aide dans ce travail.
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